Lemme de prolongement des caractéresfet
théoréme de structure des groupes abéliens finis
Raff - [’eaan-z

Lemme. Soient G un groupe abélicn find of H un sous-groupe de G. Pour fout caraciére x € ﬁ, il
existe un caroctére ¥ € G tel que Tl = x.

Démonstration : on procdde par véeurrence sur |G 1 H]. 81 # est un sons-groupe de G tel que
|G ] =1, aloxs T = 3 et le résultnt esh acquis. Soif K un sous-groupe de & tel que |G : K] 2 2,
Supposons gque le résultab est vérifié par tous les sous-groupes H tels que [(7: H] < [G : K], et
montrons qu'il Pest encore par le sous-gronpe KX, Soit 2 € G tel que = ¢ K. Notons H = (i, K).
Alors [ : H] < |G K] : gmilee & Phypothése de récurrence, il suffit alors de prolonger les earactires
de W& H.

A cet effet, donmons-nous ¥ € H. Notonﬁ encore r le plus petit entier 4 3= 1 tel que 2% € ; cot
entier existe car & est fini. Comme 5" € K, x{2"} est bien défini. Soit ¢ € U une racine r-éme du
nombre complexe y(2™) € U,

Tout 8%ément z € H g'borit 2 = sz avec s € K et 0 € k < r. Une felle écriture est de plus
unicue ; en effet, i so® = taf, awec st € K et N < E <8 < v, nlomatF = t‘,_l e K, done -k =10
par choix de r; ainsi, k = £, puis s =14,

Cela p(—:l'rrwt cle dlofinir sans amnbignitd Papplication

¥t H -— U .
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Montrons que cetle application est un morphisme de groupes. Comme elle coincide avec y sur
K, ce sera le prolongement cherché, S\g;eﬁb’\azheh__ﬁ;@deuu]emaubwdesﬂmmmtb\ l“()rrrﬁ‘(’ C]-d(-“;‘;llb.
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Tl wensuit que ¥ est bien un morphisime de groupes, ce qui achéve la prenve du lomme. [ |

Théoréme., Soient G un groupe abélien fini non trivicl, Il existe un enficr v 2 1 el des enliers

Nyyeen, e 2 2 tels que npln,_] o oy 68 GEE UL x o x U

Démonstration : on procéde i nouvean par récurrence, cebbe fois-ci sur |G|. 8i |G| = 2, alors
G 2 U, of 16 résultat est acquis. Soit G un groupe tel que |G| 2 3. Supposons que le résultat est
vrai pour tous le groupes dont le cardinal est strictement plus petit que |G, et montrons qu’il I'est
encore par G-
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A cot effet, notons a, Pexposant de G. Comme G est abélien, il posséde wn élément © d'ordre .
Le groupe (&) étant cyclique d'oredre ny, il existe un isomorphisme x: {z) = U,,,. Alors x € {1} ;
d’apris le lemme, il existe done § € e prolongeant x.

Tout élément de G est d’ordre divisant ny, done ¥ est en fait & valeurs dans U,,;. Cela permel
de définir sans ambiguité U'application

a: @ — {a} x (G/{z)),
s — (x to(s),7)

qui est un merphisme de groupe coinme eomposée de marphismes de groupes. De plus, si ¢ € Ker e,
on a alors s € (&), done ¥t o %(s) = 9, ce qui entraine s = 1. Aingi, o est injectil, Comme & est
{a) % (G /(x}) ont mdme cardinal, ov est en [ait un isomorphisme.

Or |Gf{w)| < |(], done par hypothése de récurrence, il existe des entiers ng, ..., n, vérifiant
figltea| o 2 ot Gf{u) 2 U, R ¥ Uy, On a done G = Uy, X ... % WU, 5 il ue reste plus aqt'a
montrer que ngfr.. L'éément (0 [1 0,...,00 € Up, % ... %x Uy, est d'ordre na, donc G possixie un
élément d’ordre ng, ce qui enl;tame que n.g|n1 puisque tnus les élément de & sonl dPordre divisant
i, ). §
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